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Аннотация. Актуальность и цели. Более 120 лет для вычисления коэффициентов 
корреляции широко применяется критерий Пирсона. К сожалению, на малых выбор-
ках его использование порождает значительные ошибки вычисления коэффициентов 
корреляции. Целью данной работы является снижение количества ошибок, возника-
ющих при малых выборках, за счет усложнения обработки данных. Материалы и 
методы. Рассматривается снижение количества ошибок вычисления коэффициентов 
корреляции переходом к использованию больших искусственных нейронных сетей, 
заранее обученных предсказывать значения коэффициентов корреляции по взаимно-
му расположению точек малой выборки. Результаты. Совместное использование 
классической формулы Пирсона и нейросетевого вычисления коэффициентов корре-
ляции позволяет существенно повысить уровень доверия к проводимым нейросете-
вым вычислениям. Выводы. Отмечается, что обучающие выборки нейросетевого вы-
числителя могут быть получены от программных генераторов случайных данных и 
могут иметь большой размер. Это позволяет надеяться на значительный рост точно-
сти вычисления коэффициентов корреляции. 
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Abstract. Background. Over 120 years, Pearson’s criterion has been widely used to calcu-
late correlation coefficients. Unfortunately, its use generates significant errors in calculating 
the correlation coefficients on small samples. The purpose of this research is to reduce these 
errors that occur with small samples by increasing the complexity of data processing. Mate-
rials and methods. We consider the reduction of errors in calculating the correlation coeffi-
cients by using the large artificial neural networks, trained to predict the values of the corre-
lation coefficients from the relative position of small sample points. Results. The combined 
use of the classical Pearson’s formula and the neural network calculation of correlation 
coefficients can significantly increase the level of confidence in the neural network calcula-
tions. Conclusions. It is noted that training samples of a neural network computer can be 
obtained from software random data generators and can be large. This allows us to hope for 
a significant increase in the accuracy of calculating the correlation coefficients. 
Keywords: neural network computing, Pearson’s criterion, correlation coefficient, neural 
network analysis, data independence criteria, small samples 
For citation: Ivanov A.I., Serikova Yu.I., Zolotareva T.A., Polkovnikova S.A. Multi-
criteria neural network estimation of correlation coefficients for processing small samples 
of biometric data. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Tekhnicheskie 
nauki = University proceedings. Volga region. Engineering sciences. 2021;1:13–22.  
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1. Проблема вычисления коэффициентов  
корреляции на малых выборках 

Известно, что классическая формула Пирсона дает большие значения 
ошибок на малых выборках: 
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где E(.) – математическое ожидание данных малой выборки; σ(.) – стандарт-
ное отклонение. 

Данная ситуация иллюстрируется рис. 1, на котором отображены зна-
чения коэффициентов корреляции данных объемом в 15 опытов, полученных 
двумя запусками генератора псевдослучайных чисел.  

 

 
Рис. 1. Распределение значений коэффициентов корреляции  

для малых выборок, вычисленных по классической формуле Пирсона 
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Из рис. 1 видно, что в случае независимых данных ошибка вычислений 
нулевого значения коэффициента корреляции может составить значительную 
величину – до ±0,80. Причина этого состоит в том, что формула Пирсона, как 
и многие другие вычислительные формулы, накапливает ошибки предше-
ствующих вычислений: ΔE(x), ΔE(у), Δσ(x), Δσ(у). Кроме того, сами входные 
данные всегда имеют ошибки изменений Δxi, Δуi. Именно по этим причинам 
на малых выборках мы имеем огромные ошибки оценок коэффициентов кор-
реляции. В связи с этим возникает вопрос: можно ли создать более современ-
ную и более эффективную формулу для вычисления коэффициентов корре-
ляции на малых выборках?  

2. Универсальность нейросетевых вычислений 
Следует отметить, что во времена Пирсона отсутствовали электронные 

вычислительные машины и, соответственно, приходилось ориентироваться 
на простейшие вычисления, например по формуле (1). В настоящее время 
вычисления могут быть гораздо более сложными, если удастся уйти от про-
блемы накопления ошибок при вычислениях.  

Известно, что нейросетевые функционалы крайне устойчивы и универ-
сальны, если их удалось обучить и сформировать из них большие сети искус-
ственных нейронов. Этот тезис получил практическое подтверждение при 
реализации нейросетевой обработки биометрических данных сетями искус-
ственных нейронов, осуществляющих обогащение «сырых» биометрических 
данных в линейных пространствах [1, 2], в квадратичных пространствах  
[3–5], в пространствах среднего гармонического [6, 7] и в пространствах ор-
тогональных полиномов [8]. 

Еще одним важным технологическим шагом является использование 
многослойных сетей искусственных нейронов [9, 10], для которых нельзя за-
ранее (априорно) указать тип деформирования пространства, где выполняется 
обогащение относительно «бедных», «сырых» биометрических данных.  

Принципиально важным является также то, что нейронные сети – это 
универсальный вычислительный инструмент, который можно обучить вы-
полнять любые математические вычисления. Один искусственный нейрон 
далеко не универсален, как это было показано Минским и Пайпертом [11], 
однако уже двухслойные сети нейронов [12] способны выполнять прибли-
женные вычисления любых, как угодно сложных многомерных функций. По-
лучается, многослойные сети искусственных нейронов [9, 10, 13] следует 
рассматривать как универсальные вычислительные структуры, способные 
выполнять любые многомерные вычисления без каких-либо ограничений.  
В связи с отмеченным выше обстоятельством вполне естественным является 
применение искусственных нейронов для оценок значений коэффициентов 
корреляции [14–19].  

3. Нейросетевая статика, свертывание  
избыточных выходных кодов 

Очевидным техническим решением является использование несколь-
ких разных способов (вычисления) оценки значений коэффициентов корре-
ляции. Например, могут быть использованы корреляционные молекулы [15, 
16, 18, 19], при этом шкалы каждого из новых способов вычисления (оценок) 
имеют свой масштаб и являются нелинейными по отношению к общеприня-
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той шкале коэффициентов корреляции Пирсона (1). Идти по пути выравнива-
ния масштабов шкал и их нелинейного выравнивания вполне возможно, но 
технически сложно. Гораздо более простым способом является квантование 
данных вычислений, полученных разными способами. Например, как показа-
но на рис. 1, можно использовать бинарный четный квантователь z(r). В этом 
случае квантователь дает состояния «0», если модуль вычисленного значения 
менее 0,33, во всех остальных случаях квантователь z(r) будет иметь выход-
ное состояние «1». С другой стороны, мы всегда можем построить корреля-
ционную молекулу [15], подсчитывая число точек, попавших в первую «n1», 
вторую «n2», третью «n3» и четвертую «n4» четверти центрированной систе-
мы координат. В этом случае оценка коэффициента корреляции выполняется 
по следующей формуле:  

 1 3 2 4
1

1 2 3 4

(" " " ") (" " " ")( , ) " ( , )"
" " " " " " " "
n n n nr x y T x y
n n n n

+ − +
≈ =

+ + +
.  (2) 

Подсчет точек, попавших в разные четверти системы координат, всегда 
дает дискретные значения оцениваемого коэффициента корреляции. Это дает 
право подобные конструкции называть «математическими» молекулами [15, 
18, 19] по аналогии с химическими и физическими молекулами, дающими 
дискретные линии выходного спектра состояний при их возбуждении.  
На рис. 2 приведен дискретный выходной спектр, состоящий из 12 раздельно 
расположенных корреляционных спектральных линий с шагом между ними 
Δr = 0,133. Промежуточных значений коэффициентов корреляции между зна-
чимыми спектральными линиями Ψi(«.») и Ψi+1(«.») не существует. 

 

 
Рис. 2. Спектр амплитуд вероятности Ψ(«r») появления дискретных значений  

коэффициентов корреляции для выборки в 15 опытов с шагом Δr 
 
Принципиально важным является то, что вычисления оценки коэффи-

циентов корреляции, выполненные по формуле Пирсона (1) и по формуле (2), 
имеют значительную независимую составляющую: 
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 1 – corr{r(x,y), Ψ(«r»} = 0,33.  (3) 
Именно это обстоятельство позволяет использовать нейросетевое 

обобщение нескольких вариантов оценок коэффициентов корреляции. Так, на 
рис. 3 приведена структура нейронной сети, обобщающей пятью нейронами 
пять различных форм оценки значений коэффициентов корреляции. Каждый 
искусственный нейрон воспроизводит один из известных статистических 
критериев [15, 18, 19], в итоге анализируемая выборка из 15 опытов дает из-
быточный код, состоящий из пяти бит. В силу того что отклики каждого из 
пяти искусственных нейронов (рис. 3) имеют собственную независимую 
компоненту, ее избыточный выходной код может иметь разные состояния 
разрядов: как «0», так и «1».  

 

 
Рис. 3. Пятикратная избыточность выходного кода нейронной сети 

 
Удобнее всего избыточность выходного кода свернуть «голосованием» 

[20]. Простейшая корректировка кода выполняется подсчетом в коде состоя-
ний «0». Если в пятибитном коде обнаруживаются 5, 4, 3 состояний «0», то 
принимается решение об обнаружении отсутствия корреляции. 

4. Поддержка нейродинамики случайным прореживанием основной  
выборки из 21 опыта до 54264 подвыборок, состоящих из 15 опытов 

Следует отметить, что естественные нейроны в нашем мозге находятся 
в динамике, это приводит к наблюдению шумоподобных сигналов электро-
энцефалограмм. Одним из способов перехода из нейросетевой статики  
в нейросетевую динамику является использование модуляции входных дан-
ных [21]. На рис. 4 приведена блок-схема воспроизведения изменяющихся 
входных данных нейронной сети путем случайного прореживания исходной 
выборки в 21 опыт до множества меньших подвыборок, состоящих из  
15 опытов. Для этого воспользуемся формулой для вычисления числа соче-
таний: 

  15
21

! 21! 54264
!( )! 15!(21 15)!

k
n

nC C
k n k

= = = ≈
− −

.  (4) 
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Рис. 4. Пятикратная избыточность потока выходных кодов  

нейронной сети с поддерживанием нейродинамики случайным  
прореживанием выборки из 21 опыта до 15 опытов 

 
Из полной единственной выборки в 21 опыт случайно выбирают и уда-

ляют 6 опытов, при этом получают 54264 неповторяющихся усеченных вы-
борок по 15 опытов. 

То есть введение в схему нейросетевого вычислителя модулятора вход-
ных данных, как это показано на рис. 4, позволяет создавать реальную дина-
мику изменения состояний выходного слоя нейронов. На выходах нейросете-
вого динамического вычислителя появляется поток оценок коэффициента 
корреляции полной входной выборки в 21 опыт.  

Предположительно, за счет перехода от нейросетевого анализа данных 
в статике (рис. 3) к нейросетевому анализу данных в динамике (рис. 4) про-
изойдет значительное повышение уровня достоверности принимаемых 
нейросетевым искусственным интеллектом решений. На сегодня удается  
снизить вероятности ошибок первого и второго рода до 5 раз на выборке из 
21 опыта.  
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